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Доопрацьовано некласичну зсувну модель визначення фізико-механічних характеристик 
поперечних перерізів неоднорідної структури і застосовано її для розрахунку легкобетонних 
комбінованих плит із профільованим настилом. Розрахунок за універсальною зсувною 
моделлю дає змогу визначити параметри напружено-деформованого стану у будь-якій 
точці зразка плити та дослідити їх зміну при різних умовах навантаження. 

Ключові слова: легкобетонні комбіновані плити, депланація, ітераційна модель, 
деформації зсуву, згин. 

 
Доработана некласическая сдвиговая модель определения физико-механических 

характеристик поперечных сечений неоднородной структуры и применена для расчета 
легкобетонных комбинированных плит с профилированным настилом. Расчет по 
универсальной сдвиговой модели позволяет определить параметры напряженно-
деформированного состояния в любой точке образца плиты и исследовать их изменение при 
различных условиях нагрузки. 

Ключевые слова: легкобетонные комбинированные плиты, депланация, итерационная 
модель, сдвиговые деформации, изгиб. 

 
The non-classical shear model for determination of the parameters of stress-strained state 

(SSS) of slabs with a non-uniform cross-section was improved. The improvement concerned the 
expressions for determination of the stresses functions of trough-thickness distribution of the cross-
section and the physical and mechanical characteristics of the cross-sections. The holes into the 
cross-section were account for these obtained mathematical expressions. For this purpose, with the 
help of the apparatus of generalized functions, a discrete function is introduced which allows 
determining the width of the cross-section at the appropriate trough-length coordinate. After 
inputting the width function, the subintegral expressions of the stress distribution functions at the 
trough-length of the cross were converted and the corresponding integrals were found. The 
executed transformations allowed to correct the error that arose in the calculation of slabs in a 
non-classical shear model with holes in the cross-section. The refined model is used for calculation 
of light concrete combined slabs with profiled steel sheeting. The performed calculations allowed to 
defined new features in the distribution of the parameters of the stress-strained state, such as the 
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change of the trough-length distribution of stresses of the cross-section and the length distribution 
of stresses of the slab. They also confirmed the possibility of applying a refined non-classical shear 
model to calculate light concrete combined slabs, and studying the parameters of the stress-
strained state at any point and under different loading and fixing conditions. 

Keywords: light concrete combined slabs, the iteration model, warping, shear deformation, 
bending. 

 

Вступ. На сьогоднішній день в 
Україні гостро постає питання енергозбе-
реження в будівництві. Тому використання 
плит перекриття з легкого бетону з про-
фільованим настилом, як конструктивно-
теплоізоляційного матеріалу, є досить 
актуальним завданням. Легкобетонні 
комбіновані плити з профільованим 
настилом [12, 13] являють собою 
неоднорідні композитні конструкції, що 
поєднують у собі сталеві профільовані 
листи та легкі (в тому числі 
теплоізоляційні) бетони [14], які працюють 
сумісно у складі перекриттів (покриттів) 
будівель, забезпечуючи несучу та 
огороджувальну (теплозахисну) функції 
[15]. Тому необхідно мати надійні та 
доведені до практичного застосування 
методи розрахунку, які б ураховували 
неоднорідну структуру елементів 
конструкцій, реальні схеми їх 
завантаження, крайові умови тощо. Від 
урахування цих факторів залежить 
правильність визначення параметрів 
напружено-деформованого стану (НДС) 
таких конструктивних елементів. Проте 
параметри НДС суттєво залежать від 
впливу характерних для комбінованих 
конструкцій деформацій поперечного 
зсуву. Ці деформації викликають 
депланацію поперечних перерізів і можуть 
бути зумовлені як фізико-механічними та 
геометричними його характеристиками, так 
і характером навантаження й умовами 
закріплення. Тому модель деформування 
легкобетонних плит, яка базується на 
гіпотезі плоских перерізів, може виявитися 
непридатною для розрахунку плит з 
неоднорідною або композитною будовою 
поперечного перерізу. Отже, є актуальним 
розроблення точного розрахунку таких 

конструкцій, що своєю чергою потребує 
застосування некласичних моделей, які 
враховують деформації поперечного зсуву 
та неоднорідність будови плитного 
елемента по перерізу. 

Аналіз останніх досліджень і публі-
кацій. Створенню некласичних моделей 
розрахунку з урахуванням деформацій 
поперечного зсуву для неоднорідних конс-
трукцій присвячені роботи Тимошенка С.П. 
[11], Амбарцумяна С.О. [1], Григолюка Е.І. 
[3], Рейсснера Е. [10], Reddy J. [9], Carrera E. 
[4], Піскунова В. Г., Горика О. В., 
Череднікова В.М. [2, 6, 7, 8] та інших 
авторів. Проте однією із основних проблем, 
що стримують їх широке використання для 
розрахунку легкобетонних комбінованих 
плит з профільованим настилом, є 
складність визначення фізико-механічних 
характеристик поперечних перерізів.  

Розробленням універсальних підходів 
щодо визначення фізико-механічних 
характеристик поперечних перерізів 
займалися Піскунов В. Г., Горик О. В., 
Серов М. І., Ляхов О.Л. та Чередніков В.М., 
але в їхній моделі не врахований коректний 
перерахунок ширини поперечного перерізу 
при наявності в перерізі пустот, що є 
характерним для перерізів комбінованих 
плит [13]. Проте запропоновані в [2, 6, 7, 8] 
підходи можуть служити підґрунтям для 
розроблення методів визначення 
параметрів напружено-деформованого 
стану легкобетонних комбінованих плит із 
профільованим настилом. 

Визначення мети та задачі 
дослідження. Основною метою даного 
дослідження є удосконалення некласичної 
зсувної моделі [2, 6, 7, 8] для врахування 
порожнин і коректного визначення ширини 
поперечного перерізу та її застосування для 
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розрахунку легкобетонних комбінованих 
плит із профільованим настилом. 

Застосовуючи сучасні аналітичні 
методи, зокрема методи узагальнених 
функцій, можна реалізувати прикладну 
(інженерну) методику розрахунку 
неоднорідних конструкцій. При цьому така 
методика може ґрунтуватися як на гіпотезі 
плоских перерізів, так і на гіпотезах, що 
враховують депланації поперечних 
перерізів. На основі таких методів у 
роботах [2, 6, 7, 8] була побудована 
депланаційна ітераційна модель. Однак, у 
цих роботах не приділено належної уваги 
методам урахування неоднорідності 
поперечного перерізу і визначення його 
фізико-механічних характеристик 
(ФМХПП), що є метою даної роботи. 

Основна частина дослідження 
Вихідні умови. Розглянемо елемент 

легкобетонної комбінованої плити з 
неоднорідною (композитною) структурою 
поперечного перерізу (рис. 1). Розташу-

вання початку координат за висотою 
перерізу може бути довільним. 

Нехай у плитному елементі є 
включення – фази матеріалу, які 
відрізняються фізико-механічними 
властивостями і зв’язані нерозривністю 
переміщень на границях фаз. 
Характеристики матеріалів і розміри фаз 
можна задавати так, щоб змоделювати 
різноманітну взаємодію на границях фаз, 
наприклад, клейові з’єднання, тріщини, 
відсутність з’єднання і т. ін. 

Змоделюємо переріз плити таким 
чином, щоб на рівні довільної координати z 
його структуру утворювали б тільки 
прямокутники (рис. 2). Границі кожної 
ділянки (фази) , , ,k  1  2  ...  n  визначаються 

геометричними параметрами (
kлy , 

kпy , 

kнz , 
kвz ), а властивості матеріалу – 

фізико-механічними характеристиками 
(модулем пружності kE  і зсуву kG ). 

Загальна кількість фаз дорівнює n. 
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Рис. 1. Конструкція розрахункового зразка легкобетонної плити з профільованим настилом 
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Рис. 2. Апроксимований переріз легкобетонної плити з профільованим настилом 
 

Некласична зсувна модель будується 
в декілька етапів. На першому етапі 
відмовляються від гіпотези про суцільність 
і однорідність матеріалів, але зберігають 
гіпотезу плоских перерізів. Співвідношен-
ня, що описують деформований стан на 
першому етапі, не відрізняються від 
співвідношень опору матеріалів. Але, коли 
розглядається напружений стан, то в ньому 
виникають зміни, що викликані 
неоднорідною будовою перерізу. Внаслідок 
того що перший етап базується на гіпотезі 
плоских перерізів, а співвідношення, які 
при цьому описують деформований стан, 
не відрізняються від співвідношень опору 
матеріалів, він названий класичною 
моделлю НДС. Удосконалення некласичної 
моделі почнемо саме з класичної моделі. 

Будемо вважати напружено-
деформований стан лінійним (гіпотеза 
плоских перерізів). Вирази для визначення 
нормальних x  і дотичних zx xz   

напружень, які є функціями трьох 
координат x, y, z, набувають вигляду [6, 7]: 

 

2

x 02

3

xz 03

d w( x )
( x, y,z ) E( y,z ) ( z ) ;

dx

d w( x )
( x,z ) f ( z ) .

dx

 







     (1) 

 

Вирази (1) за структурою відповіда-
ють аналогічним формулам опору 
матеріалів з тією лише відмінністю, що 
враховують неоднорідність поперечного 
перерізу. У цих виразах E( y,z ) – функція 

розподілу модулів пружності по попереч-

ному перерізу; w( x )  – прогин плити, що 

згинається, який можна визначити з 
відомих умов закріплення балки і наван-
таження за формулами опору матеріалів. 

На відміну від співвідношень, 

наведених у [2, 6, 7, 8] для b( z ) , в даному 

випадку ширина поперечного перерізу буде 
визначатися з виразу: 

 

 
m m

n

m н в
m 1

b( z ) b ( z z ) ( z z ) 


    ,                                        (2) 

 

де bm – ширина фази, 
m mm п лb y y  . 

 
Некласична модель. У роботах [2, 6, 

7, 8] було розроблено депланаційну 
ітераційну модель згину композитних 
плитних елементів. Розглянемо 

знаходження коефіцієнтів жорсткості і 
функцій розподілу напружень за висотою 
перерізу тільки для першої ітерації (вищі 
ітерації виконують аналогічно). 
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Відповідно до [2, 6, 7, 8] нормальні і 
дотичні напруження визначаються такими 

співвідношеннями:

 
2 2

x 0 12 2

3 3

xz 0 13 3

d w( x ) d ( x )
( x,y,z ) E( y,z ) ( z ) ( z ) ;

dx dx

d w( x ) d ( x )
( x,z ) f ( z ) f ( z ) ,

dx dx


  




 
   

 

 

                                (3) 

 
де 0( z )  та 0f ( z )  – функції, що відпові-

дають виразам класичної моделі, поданої у 
[12]; 

( x )  – нова шукана функція, пов'язана з 

урахуванням деформацій зсуву та 
депланацією перерізу; 

1( z )  і 1f ( z )  – функції розподілу 

нормальних і дотичних напружень за 

висотою перерізу, які також обумовлені 
урахуванням деформацій зсуву. Зупини-
мося на їх знаходженні докладніше. 

 
Структура формул 1( z )  і 1f ( z ) , як і 

аналогічних функцій для вищих ітерацій, 
схожа зі структурою формул 0( z )  і 

0f ( z ) : 

 

1 в
1 1

в

B ( z )
( z ) ( z )

B( z )
   ;     (4) 

 

1 в
1 1

в

B ( z )1
f ( z ) B ( z ) B( z )

b( z ) B( z )

 
  

 
,    (5) 

 
де функції 1( z )  та 1B ( z ) задаються 

виразами: 
 

п

н л

yz
0

1
z y

f ( z )1
( z ) dydz

b( z ) G( y,z )
    ;    (6) 

п

н л

yz

1 1
z y

B ( z ) E( y,z ) ( z )dydz   .    (7) 

 

 
 
 
Щоб знайти ці інтеграли, знову 

скористаємося правилом інтегрування 
узагальненої функції Хевісайда та 
перетвореннями, аналогічними до 
виведення формули за некласичною 
моделлю, яка наведена [12]: 

 

n n i j j 0 в
1 1B i, j 1b i, j2

i 1 j 1 i в

b b E B ( z )1
( z ) ( z ) ( z ) ;

G B( z )b( z )
  

 

 
    

 
  (8) 

 

n n n i j k i k 0 в
1 1B i, j ,k 1b i, j ,k2

i 1 j 1k 1 j в

b b b E E B ( z )1
B ( z ) B ( z ) B ( z ) ,

G B( z )b( z )   

 
      

 
  (9) 

 
 
 



Збірник наукових праць Українського державного університету залізничного транспорту 

 Збірник наукових праць УкрДУЗТ, 2017, вип. 170

137 

де функції 1B i, j( z ) , 1b i, j( z )  і 1B i, j,kB ( z ) , 1b i, j ,kB ( z )  дорівнюють: 

 

і і j і j

н н н ві j і j

і і j і j

в н н ві j і j

z z z z

1B i, j н н н 0 н в 0
z z z z

z z z z

в в в 0 н в 0
z z z z

( z ) ( z z ) ( z z ) ( z )dzdz ( z z ) ( z )dzdz

( z z ) ( z z ) ( z )dzdz ( z z ) ( z )dzdz ;
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    

 
         
 
 
 
        
 
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і і j і j

н н н ві j і j

і і j і j

в н н ві j і j

z z z z

1b i , j н н н н в 0
z z z z

z z z z

в в в н в
z z z z

( z ) ( z z ) ( z z ) dzdz ( z z ) ( z )dzdz

( z z ) ( z z ) dzdz ( z z ) dzdz ;

    

  

 
         
 
 
 
        
 
 

 

 

і і j j k

н н ні j k

j k і j j k

н н в н в ні j k і j k

j k

в вj k

z z z

1B i, j ,k н н н н н 0
z z z

z z z z z z

н в 0 н в в в 0
z z z z z z

z z

н в 0
z z

B ( z ) ( z z ) ( z z ) ( z z ) ( z )dzdzdz

( z z ) ( z )dzdzdz ( z z ) ( z z ) ( z )dzdzdz

( z z ) ( z )dzdzdz

   

    

 

 
        


 
           
 
 

   
і

ні

і j j k j k

в н н в н ві j k і j k

z

в
z

z z z z z z

в в н н 0 н в 0
z z z z z z

( z z )

( z z ) ( z z ) ( z )dzdzdz ( z z ) ( z )dzdzdz



    


    
 

  
            
  

 

 

 

j k і j j k

в н в в в ні j k і j k

j k

в в ві j k

z z z z z z

н в 0 н в в в 0
z z z z z z

z z z

н в 0
z z z

( z z ) ( z )dzdzdz ( z z ) ( z z ) ( z )dzdzdz

( z z ) ( z )dzdzdz ;

    

 

 
           
 
 


     
 
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і і j j k

н н ні j k

j k і j j k

н н в н в ні j k і j k

j k

н в ві j k

z z z

1b i, j ,k н н н н н
z z z

z z z z z z

н в н в в в
z z z z z z

z z z

н в
z z z

B ( z ) ( z z ) ( z z ) ( z z ) dzdzdz

( z z ) dzdzdz ( z z ) ( z z ) dzdzdz

( z z ) dzdzdz ( z z

  

  

 

 
        
 


 
           
 
 


      
 

і

і j j k j k

в н н в н ві j k і j k

і j j k j k

в в н в в ві j k і j k

в

z z z z z z

в в н н н в
z z z z z z

z z z z z z

н в в в н в
z z z z z z

)

( z z ) ( z z ) dzdzdz ( z z ) dzdzdz

( z z ) ( z z ) dzdzdz ( z z ) dzdzdz ;

  

  



  
            
  

 
 
            

  
 

 

Аналогічні процедури можуть бути 
побудовані для будь-якої ітерації.  

Для знаходження ФМХПП 12D  і 22D  

[2, 6, 7, 8] використовується формула (8), а 
самі 12D  та 22D  знаходяться чисельно. 

Обчислення функцій розподілу 
напружень за висотою перерізу, 
характеристик жорсткості та параметрів 
НДС виконувалося за допомогою 
програмного комплексу Mathcad. 
Розглядався зразок, поданий на рис. 1 і 2 з 
такими характеристиками: до плити 
прикладалося рівномірно розподілене 
навантаження амплітудою q 8444  Н/м, 

довжина прольоту плити 1,4 м, матеріал 
включень 1, 2, 3, 5, 6, 8, 9, 11, 13 – 
оцинкована сталь з модулем пружності 

5E 2,1 10   МПа і модулем зсуву 
5G 0,8 10   МПа; матеріал включень 4, 7, 

10, 12, 14 – полістиролбетон з модулем 
пружності E 480  МПа і модулем зсуву 
G 218  МПа. У результаті розрахунку 
були отримані такі значення коефіцієнтів 
жорсткості для плити (рис. 1): 

 
5

00 1,4296850575741D 69 10   Нм2; 

3
01 5,8162370833514D 02 10  Нм4; 

 
2

11 1,9245958527221D 44 10   Нм6. 

 
У підсумку оброблення результатів 

розрахунку було отримано широкий спектр 
графічних та аналітичних даних 
(напружень, прогинів). Наведемо деякі з 
них. На рис. 3 показано тривимірну 
діаграму розподілу дотичних напружень по 
поперечному перерізу плити на лівій опорі 
( x 0  м) за некласичною моделлю. Для 
побудови діаграми переріз розбивався на 
розрахункові точки по осях z та y. На 
кожну вісь приймалося по 100 розра-
хункових точок. Загальна кількість 
розрахункових точок – 10000. Діаграма дає 
змогу наочно уявити розподіл напружень 
по усьому перерізу, у тому числі і стрибки 
напружень у зонах переходу до меншої 
ширини поперечного перерізу. Нульові 
ділянки на діаграмі відповідають 
порожнинам у перерізі (відсутній матеріал). 
У зонах переходу матеріалів відсутні 
стрибки напружень, що відповідає фізичній 
суті дотичних напружень. 
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Рис. 3. Тривимірна діаграма розподілу дотичних напружень по поперечному перерізу плити 

на лівій опорі (верхня частина перерізу віддалена від нас) 
 

На рис. 4 зображено тривимірну 
діаграму розподілу нормальних напружень 
по поперечному перерізу плити посередині 
її прольоту ( x 0,7  м), що обраховані за 

некласичною моделлю. Для наочності 
сприйняття діаграму розвернуто верхньою 
частиною перерізу до глядача. Кількість 
розрахункових точок така сама, як і для 
діаграми дотичних напружень. Діаграма 
наочно демонструє, що нормальні 
напруження змінюються по двох 
координатах перерізу, на відміну від 
дотичних напружень. Найбільші 
напруження виникають у профільованому 
настилі по краях перерізу. У той самий час 
напруження у полістиролбетоні значно 
менші за напруження у профнастилі і у 

масштабі діаграми практично не 
відрізняються від нуля. 

Як видно з наведених діаграм, за 
доопрацьованою моделлю можна отримати 
параметри напружено-деформованого 
стану легкобетонної комбінованої плити в 
числовому або графічному вигляді для 
будь-якої точки будь-якого перерізу плити 
та порівняти з допустимими величинами 
для кожного матеріалу, з яких складається 
конструкція. 

Висновки з дослідження і перспек-
тиви, подальший розвиток у даному 
напрямку. Запропоновані авторами 
удосконалені методи дають змогу 
визначити параметри напружено-
деформованого стану легкобетонних 
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комбінованих плит з комбінованим 
настилом у будь-якій точці конструкції 
через залежності некласичної зсувної 
моделі. Запропонована в роботі модель дає 
змогу автоматично описати структуру 
поперечного перерізу та реалізувати 
процедури розрахунку неоднорідних 

комбінованих плитних елементів із 
практично необмеженою кількістю фаз. Як 
видно з поданих формул, їх структура не 
залежить від кількості включень. Від 
кількості включень залежить лише час 
розрахунку, який від ітерації до ітерації 
зростає в геометричній прогресії. 

 
 

 

, Па 

z 

y 

 
Рис. 4. Тривимірна діаграма розподілу нормальних напружень  по поперечному перерізу 

плити посередині прольоту (верхня частина перерізу наближена до нас) 
 
 

Використання запропонованої в 
роботі моделі є особливо актуальним для 
коректного розрахунку параметрів 
напружено-деформованого стану 
комбінованих плит при проектуванні 
конструктивних елементів, які поєднують у 
собі матеріали, фізико-механічні 

характеристики яких суттєво (на декілька 
порядків) відрізняються (наприклад, при 
використанні як матеріалу плити надлегких 
– теплоізоляційних бетонів, у тому числі 
пінополістиролбетонів з низьким модулем 
пружності).
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