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В последнее время в качестве одного из подходов к формированию рациональных конструкций, 

помимо классического критерия (минимум объема или веса), используется подход, в основе которого 

лежат энергетические принципы (минимум потенциальной энергии деформации). В статье 

сравниваются результаты оптимизации по двум указанным критериям на примере стержневой 

конструкции (фермы). 
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Останнім часом як один з підходів до формування раціональних конструкцій, окрім класичного 

критерію (мінімум об'єму або ваги), використовується підхід, в основі якого лежать енергетичні 

принципи (мінімум потенційної енергії деформації). У статті порів-нюються результати 

оптимізації за двома вказаними критеріями на прикладі стержневої конструкції (ферми). 
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Lately as one of methods of rational constructions formation, besides a classic criterion (a minimum 

of volume or weight), is assumed the approach based on power principles (a minimum of potential energy of 

deformation). In the article the authors provide the comparison of optimization result on examples of bridge 

truss. 

Keywords: Optimization, objective function, limitations, volume, potential energy. 

 

Постановка задачи в общем виде. В 

практике строительства необходимо 

использовать эффективные строительные 

конструкции. Для этого постоянно 

совершенствуются критерии и методы 

оптимизации как в общем виде, так и 

применительно к расчетным схемам. 

Обзор последних исследований. 
Классическими критериями оптимальности 

конструкций из одного материала являются 

объем либо вес [1 – 4]. Если же конструкция 

состоит из различных материалов, например, из 

стали и бетона, то критерием считается 

стоимость. 

Наряду с этим в качестве одного из 

подходов используется критерий 

минимальности потенциальной энергии 

деформации [5, 6]. Правомерность такого 

подхода обосновывается [6] следующим 

образом. Рассмотрим напряжения и 

потенциальную энергию для двух случаев 

напряженного состояния – сжатия и изгиба 

элементов, приведенных на рис. 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1. Деформируемые элементы: а) сжатый, б) изогнутый 

 
Соответствующие напряжения равны 
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т. е. напряжение в элементе при изгибе в 12 раз 

больше напряжения при осевом сжатии. 
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т. е. потенциальная энергия деформаций при 

изгибе в 16 раз больше, чем при сжатии. 

Очевидно, в обоих случаях, энергия 

деформаций является интегральной строго 

положительной величиной, отражающей 

уровень напряженно-деформированного 

состояния. Поэтому минимум потенциальной 

энергии деформаций можно принимать в 

качестве критерия рациональности 

конструкции. 

Цель исследований. Цель работы – 

сравнить результаты оптимизации по двум 

указанным критериям (минимум объема и 

потенциальной энергии)  на примере 

стержневой конструкции – фермы как элемента 

подмножества систем с заданной топологией. 
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Постановка задачи. Рассмотрим сначала 

гипотетический случай, когда все стержни 

системы испытывают только деформацию 

растяжения. Тогда потенциальная энергия 

системы  
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где n  – количество элементов системы; 

il  – длина i -го стержня; 

iN  – усилие в i -м стержне; 

iA  – площадь сечения i -го стержня; 

E  – модуль упругости. 

Площади сечения стержней 

определяются из условия прочности: 

y

i
i

mR

N
A  ,                         (2) 

где ymR  – расчетное сопротивление 

материала стержня при растяжении. 

Преобразуем выражение (1), умножив 

числитель и знаменатель на iA . С учетом того, 

что iii VlA   – объем материала i -го 

стержня, а отношение 
y

i

i mR
A

N
  согласно 

формуле (2), получим: 
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где V  – объем материала всей конструкции; 

k  – постоянный множитель, 
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Из выражений (3) и (4) следует, что при 

одних и тех же оптимальных значениях 

топологических переменных 

VkU minmin  ,                  (5) 

т. е. оптимальные проекты, найденные по 

критерию минимума объема и энергии, 

тождественны. 

В действительности же в стержнях 

системы возникают как растягивающие, так и 

сжимающие усилия. Для сжатых стержней 

площади сечений определяются из условия 

устойчивости 

yi

i
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A


 ,                    (6) 

где i  – коэффициент уменьшения основного 

расчетного сопротивления при растяжении, 

1i . 

Потенциальная энергия системы в этом 

случае выражается через объем материала 

следующим образом: 
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где iV  – объем i -го стержня с учетом 

формулы (6). 

Из выражения (7) следует, что Umin  и 

Vmin  достигаются при различных значениях 

геометрических параметров оптимизируемой 

системы. Таким образом, оптимальные 

системы, полученные из условий 

минимальности потенциальной энергии и 

минимальности объема, не совпадают. 

Исследуем, какая из них является более 

рациональной и в каком смысле. 

 

Сравнение двух оптимальных решений 

на примере фермы с одним оптимизи-

руемым размером 211  yy  (рис. 2, а). 

Ферма состоит из стальных стержней 

трубчатого сечения (рис. 2, б), 

180ymR  МПа, длины стержней 

выражаются в метрах, площади сечений и 

объемы материала, соответственно, в 

сантиметрах квадратных и сантиметрах 

кубических. Усилия – в килоньютонах. 
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Рис. 2. Ферма: а – расчетная схема, б – трубчатое сечение стержня фермы 

 

 

Геометрические характеристики сечения и гибкость элемента: 
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1. Оптимизация размеров из условия минимизации объема материала фермы 
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где усилия определяются по формулам: 
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площади сечений и гибкости: 

а) 

б) 
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Окончательно получаем:  
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Для вычисления коэффициента   в 

зависимости от гибкости   в интервале 

15060   используется выражение, полу-

ченное интерполяцией табличных данных [7]:
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  2
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где l  выражается в метрах. 

В общем случае функцию (8), заданную 

аналитически, можно оптимизировать с 

помощью метода Ньютона [8], записав условия 

оптимальности. Определение площадей 

сечений сжатых стержней производилось 

методом последовательных приближений с 

использованием зависимости (10). 

Получено минимальное значение 

Vmin  и соответствующее значение 

переменной 1y : 

 

м32,21 y ,     
3cм15026min V .

 

2. Оптимизация размеров фермы из условия минимизации потенциальной энергии  
 

Согласно выражениям (9), (7), получаем 
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Выразим, как и в предыдущем случае, 

функцию  1yU  в табличном виде. Получим: 

 

м9231 ,y ,     Дж937min U . 

 

При этом объем   3
1 cм18466yV , что 

на 23 % превышает Vmin . 
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На рис. 3 показан вид фермы, полученной 

в соответствии с двумя критериями 

оптимальности. 

Очевидна бóльшая материалоемкость 

фермы, полученной по критерию минимальной 

потенциальной энергии. На рис. 4 показаны 

графики зависимости  1yV  и  1yU .  
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Рис. 3. Оптимальная ферма, полученная при минимизации объема (а);  

при минимизации потенциальной энергии (б) 

 

Однако для фермы, полученной для 

Umin , увеличивается жесткость системы и, 

соответственно, уменьшаются прогибы. Прогиб 

вычислялся методом Мора по формуле 
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Рис. 4. Графики зависимостей 1)  1yV , см3; 2)  1yU , Дж 
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Значение прогиба  1yfV  при 

м32,21 y  (т. е. при Vmin ) в точке прило-

жения силы составляет 0,950 см. Прогиб 

 1yfU , который достигается при м9231 ,y  

(т. е. при Umin ), равен 0,843 см, т.е. на 11,3 % 

меньше. 

Оптимизация фермы минимального 

объема с ограничением по жесткости 

Изменим площади поперечных сечений 

элементов  полученной  фермы с минимальным 

объемом (рис. 3, а) так, чтобы прогиб точки 

приложения силы  1yfV  при м32,21 y  

уменьшился и стал как можно ближе к прогибу 

 1yfU  при м9231 ,y  (т. е. при Umin ). 

Для этого минимизируем целевую функцию 

 

   923322 ,, UV ffF  ,              (12) 

 

где   см8430923 ,, Uf ,  322,Vf  

вычисляется методом Мора по формуле  
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В этой формуле усилия в элементах, их 

длины и площади получены при минимизации 

объема, параметрами оптимизации функции 

(12) являются добавки к площадям поперечных 

сечений 2112 ,,   AAA AA . 

Оптимизация осуществлялась двумя 

методами: комплекс-методом Бокса [8, 9] и 

методом динамического программирования [2]. 

Ограничение в комплекс-методе ставилось на 

процент приращения каждой из площадей: 
 

AA  . 

 

Получено значение прогиба 

  см843,032,2 f ; увеличение площадей 

растянутых стержней (т. е. А-1 и 1-2) составило 

соответственно 16 % и 4,56 %, увеличение 

площади сжатого стержня А-2 – 0,14 %. При 

этом объем материала фермы стал равным 

3cм17015V , увеличившись по сравнению с 

минимальным на 13,2 % и оставшись меньше 

полученного при минимуме потенциальной 

энергии на 7,9 %. 

Выводы. В работе приведено сравнение 

двух критериев оптимизации стержневой 

системы на примере фермы. Показано, что с 

точки зрения экономичности предпочтителен 

критерий минимальности объема материала. 

Однако критерий минимальности 

потенциальной энергии обеспечивает бóльшую 

жесткость системы.  

Предложено проводить оптимизацию в 

два этапа: сначала минимизировать объем, а 

затем с использованием полученных размеров 

стоек минимизировать прогибы. Показано, что 

при этом можно получить ферму менее 

ресурсоемкую, чем полученная по критерию 

минимума энергии, при равных условиях по 

прочности и жесткости. 
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